1 | Rezolvari clasa a I1X-a

Problema 1
Fiea,b,c €[0,1] cu proprietateab+bc+ca=1.Demonstréd ca

a? + b? + ¢? < 2.Precizati situatiile cand are loc egalitatea.

G.M. nr.1012
Solutie:
Demonstram ca daca x,¢[0, 1] atunci
XY HZ XY -XZ-Y 2 it e 1p

Formam functia f:[0, 1P R, f(X)=x(1-y-z)+y+z-yz care este functie de
gradul | daca 1-y=20.

In concluzie maximul ei se atinge in f(0) sau f(1)..................... 1p
f(0)=y+z-yz=1-(1-y)(1-z¥1.

F(L)=L-yZ<L (X)L e e 1p
Lund x=a, y=Db, z=c obtinem ab+bc+ca=1

Ath+C-EK1=2a+h+C2. . o 1p

Deoarece a, b, € [0, 1] 2a?+b**+c’<a+b+x2

Prima inegalitagte devine egalitate a, b, €{0,1}.

Cum stim ca ab+bc+ca=1 in aceasta situatie dou@reuooincide cu 1
lar al treilea este 0. Aceasta situatie verificaidd+c=2( a ll-a egalitate)
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Problema 2
Pentruae/V notama/d={an | neA}. Fiea, b, ¢, deN . Sa se arate
ca urmatoarele afirmatii sunt echivalenjaMbNCcMdA;, ii)) bla
sau (cla s [ab] |[ad] ).
Cand are loc egalitatea?
Marin Tolosi si Cosmin Nitu
Cand are loc egalitatea?

Marin Tolosi si Cosniilitu(in legatura cu problema C.O. 5139
din G.M. nr. 7-8-9/2010)

Solutie.

Lema. Fie A,B, C, D multimi, astfel incaAOC, BO A si DOC. Atunci
A\BOC\D daca si numai dacan DO B.

Demonstrati a lemei. Se poate obsesoa acest lucru din urmatoarea
diagrama:

c

“=>" Daca ar existad(An D)\B, atuncibOA\B, darbOC\D,
contradictie.

“<=" FiexdJA\B. Dacax(D, cum An D [0 B, rezultaxdB, contradictie.
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AsadarkID, dEeCI XIIC\D ceuuuuruiiieeeeeeeeeieiiae e e e e e eeeeeb e 2p

Trecem acum la demonstratia propriu-zisa. \&pata caal \bJ Oc¢J \dJ si,
cumni\nl =mi \nl O mi_\nJ_ , rezulta cerinta problemei. Avantajul este ca

pentrun] avem proprietati suplimentare.
Avemal \b] =0 <=> b|a. Acest caz este trivial. (1)
In caz contraraal \bJ OcJ\dl =>alldl,decic|a. (2)
Tinand cont de proprietatile multimilor,eam:
al\bl Ocl\dl = al\[ab]l OcI\[cd]0
AlegemA=al, B=[a,b]], C=c], D =[c,d[0 Si aplicam lema, obtinem
A\BOC\D -« AnDOB

adica:

al\b) O0cdl\dl = al n[c,d]d O[a bl 3p

Dar,al n[c,d]d =[a ¢ d]0 =[a dJ (deoarece c | a), de unged]D O[a b,
ceea ce inseamnab] | [a,d]. (3)

Tinand cont de (1), (2) si (3), echivalenta estaa@®strata............................. 2p

Corolar. al \bl =d1 \do - ( bla sid|c) sau (a=c si [a,b] =[a,d])
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Problema 3

Aflati numerele realey ,z stiind ca -&Zx<y<z, x+y+z:§

1 1 1 1 1 1 3
X—2+;+Z—2=—+—+—+—

X y Z 8
Cristinel Miar
Solutie: Avem
T _ (1, 3_°2 \__1 — 4)2
-G+ -2x) =5 G — 2@ +2) Do 2p

deci au loc inegalitatile de tipul
1 1 3 9

L o e, 1p

x2 " x 16 32
Prin adunare,

Z+i4i>y
X

1 1 1 9 9
x2  y2  z

y+;+g—§(x+y+z) ........................... 2p

Ly 1.3
x y z 8
Cum are loc egalitatea, trebuie egalitati in (Bgid, y,ze{—z,g} ....... 1p

X=-2, y:-;f, 2 e, 1p
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Problema 4
Fie un triunghiABC si puncteleM (AB), N&(BC), (CM)N(AN)={P}
astfel incat’2 =g Y8 _ 8
MB BT NC vy

1=

Demonstrati ca%ﬁl’ + %ﬁ + ;PC = 0.

Solutie:
Lema;

Daca ABC este un triunghi si punctelesfAB), Ne(AC) si (CM)N(BN)={O}, iar

MA NA .
— = u,— = v atunci
MB NC

04 +u0B +v0C =6 (sau alta varianta de folosita)...........c.ccoveviiiiiiinnns 5p

B

a

B

PA + ;P_C) = 0, impartind cu

Aplicand aceasta lema in cazul problemel—??’ +
=

L2 PAFZPEB +2PC =0 oo e 2p
a B 14

Figura este realizata pentru lema.

A




