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Problema 1 
               Fie , ,a b c ∈[ ]0,1  cu proprietatea 1.ab bc ca+ + = Demonstraţi ca                             

�� � �� � �� � 2.Precizati situatiile cand are loc egalitatea. 
                                                                                          G.M. nr.10/2011 
Solutie: 
Demonstram ca daca x,y,z∈[0, 1] atunci 
x+y+z-xy-xz-yz≤1…………………………………………………….1p 
Formam functia f:[0, 1]→R, f(x)=x(1-y-z)+y+z-yz care este functie de 
gradul I daca 1-y-z≠0. 
In concluzie maximul ei se atinge in f(0) sau f(1)……………………..1p 
f(0)=y+z-yz=1-(1-y)(1-z)≤1. 
f(1)=1-yz≤1→f(x)≤1……………………………………………………1p 
Lund x=a, y=b, z=c obtinem ab+bc+ca=1⇒ 
a+b+c-1≤1⇒a+b+c≤2………………………………………………1p 
 
Deoarece a, b, c ∈ [0, 1] ⇒a2+b2+c2≤a+b+c≤2 
Prima inegalitaqte devine egalitate ⇔ a, b, c∈{0,1}. 
Cum stim ca ab+bc+ca=1 in aceasta situatie doua numere coincide cu 1 
iar al treilea este 0. Aceasta situatie verifica si a+b+c=2( a II-a egalitate) 
…………………………………………………………………………2p 
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Problema 2 

 Pentru a∈ℕ notam aℕ={an | n∈ℕ}. Fie a, b, c, d∈ℕ . Sa se arate 
ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente: i) aℕ\bℕ�cℕ\dℕ;  ii) )   b|a    
sau   ( c|a  si [a,b] | [a,d] ). 

              Cand are loc egalitatea?  
                                                                       Marin Tolosi si Cosmin Nitu 

Cand are loc egalitatea? 

                             Marin Tolosi si Cosmin Nitu(in legatura cu problema C.O. 5139 
din G.M. nr. 7-8-9/2010) 

Solutie. 

     Lema. Fie A,B, C, D multimi, astfel incat A C⊂ , B A⊂  si D C⊂ . Atunci 
\ \A B C D⊂  daca si numai daca A D B∩ ⊂ . 

           Demonstrati a lemei.  Se poate observa usor acest lucru din urmatoarea 
diagrama: 

                           

 

                “=>” Daca ar exista ( ) \b A D B∈ ∩ , atunci \b A B∈ , dar \b C D∉ , 

contradictie. 

               “<=” Fie \x A B∈ . Daca x D∈ , cum A D B∩ ⊂ , rezulta x B∈ , contradictie.   

A 

C 

D 

B 
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                 Asadar, x D∉ , deci \x C D∈ ...........................................................2p 

      Trecem acum la demonstratia propriu-zisa. Vom arata ca \ \a b c d⊂� � � �  si, 
cum \ \   \m n m n m n− −= ∪� � � � � �  , rezulta cerinta problemei. Avantajul este ca 

pentru n�  avem proprietati suplimentare. 

        Avem \a b = ∅� �  <=> b|a. Acest caz este trivial.  (1) 

       In caz contrar, \ \a a b c d∈ ⊂� � � �  => a c∈ � , deci c | a.   (2) 

        Tinand cont de proprietatile multimilor, avem: 

\ \ \ [ , ] \ [ , ]a b c d a a b c c d⊂ ⇔ ⊂� � � � � � � �  

          Alegem ,  [ , ] ,  ,  [ , ]A a B a b C c D c d= = = =� � � �  si aplicam lema, obtinem 

\ \A B C D A D B⊂ ⇔ ∩ ⊂  

         adica: 

\ \ [ , ] [ , ]a b c d a c d a b⊂ ⇔ ∩ ⊂� � � � � � � .................................................3p 

        Dar, [ , ] [ , , ] [ , ]a c d a c d a d∩ = =� � � �  (deoarece c | a), de unde [ , ] [ , ]a d a b⊂� � , 

ceea ce inseamna [ , ] | [ , ]a b a d . (3) 

Tinand cont de (1), (2) si (3), echivalenta este demonstrata.............................2p 

Corolar. \ \a b c d= ⇔� � � � ( b|a si d|c) sau (a=c si [a,b] = [a,d] ) 
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Problema 3 

               Aflati numerele reale x,y ,z stiind ca -2≤x≤y≤z , x+y+z= 2

3
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                                                                                         Cristinel Mortici 
 
Solutie: Avem 
�

�� � ��
� � �

�� � �
�� �� � �

���� �3� � 4���� � 2�   (1)…………………..2p 

deci au loc inegalitatile de tipul 
�

��  �
� � �

�� � �
�� �……………………………………………………….1p 
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�� �� � + � ,�………………………2p 

                     =
�
� � �

) � �
* � �

-. 

Cum are loc egalitatea, trebuie egalitati in (1), deci x, y,z∈{-2,
.
�}…….1p 

x=-2, y=
.
�, z=

.
�…………………………………………………………...1p 
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Problema 4 
    Fie un triunghi ABC si punctele M∈(AB), N∈(BC), (CM)/(AN)={P} 

astfel incat 
01
02 � 3

4 si 
52
56 � 4

7. 

Demonstrati ca: 
�
3 !899999: � �

4 !;99999: � �
7 !<99999: � 09:. 

 
Solutie: 

Lema; 

Daca ABC este un triunghi si punctele M∈(AB), N∈(AC) si (CM)/(BN)={O}, iar 
01
02 � &, 

51
56 � > atunci 

?899999: � &?;99999: � >?<99999: � @: (sau alta varianta de folosita)………………………….5p 

Aplicand aceasta lema in cazul problemei ⇒ !;99999: � 4
3 !899999: � 4

7 !<99999: � ?9:, impartind cu 

β⇒ 

�
3 !899999: � �

4 !;99999: � �
7 !<99999: � ?9: ………………………………………………………2p 

Figura este realizata pentru lema. 

A 
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