1 | Solutii I XI

Problema 1
Considém matricelea, b € M,(R) cu proprietateaicA®, BX # AI,,V 1 €
R,V k = 1. Aratati ca daca exisin, n € N* astfel incatA™ = B", atunci AB = BA.
Reciproca este adaata?
Cosmin Nitu, Bucuresti
Rezolvare. Demonstram mai intai urmatoarea lema:

Dacd CUOM, () atunci pentru orice N0l exista x ,y, OU astfel incat:
C"=xC+y,l,
Obs. Conform teoremei Hamilton-Cayley avem C? —trC [T +detC U, =0, 1p
Pentru n=0, afirmatia este triviald (X, =0, X, =1)
n-n+l
Dacd C" =x,C+y,l,, rezultd
C™ =xC?+y C=xtrCIC~x, detC,+y,C=(xtrC+y,)[C~x, deC,

deci alegem X ,, =X trC+y,, y,., = —X, detC si demonstratia lemei se incheie............ 2p

Aplicand lema, rezulta ca exista X ,V,,z,,t, 0L cu proprietatea
XA+Yl, =7,B+t,l,
de unde obtinem cd exista a, B,y 0[] astfel incat
AA+ LB P, Z0 (e 1p

Dacd a #0, inmultind in (*) cu B la stanga, respectiv la dreapta cd AB = BA. Analog pentru
LB #0.Dacd a =LF=0= y=0siABsuntdeforma Al,, contradictie.........cc.cccoeerurururunc. 1p
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Reciproca este falsa. Contraexemplu: A:(O 2)'
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Problema 2
Fie sirul (x,),ey CU elemente strict positive si marginit cardeplineste

relatia x,,.3=5/3x, — 2 , oricare ar fne N.
Demonstrati ca sirulx,,),,cy €Ste convergent.
Cristidortici, Targoviste

Rezolvare.
3
Fiea=limsupx, .Fiex; — a.Din xkn=f/3xkn_3 — 2, rezultaxy,_; — = 3+2 peeeees 1p
3
Decia> ‘XT” echivalent cu- % (a +2)(a —1)? =0 .Rezultao=1.................... 2p

FieB=liminfx,.Fiex, — B.Din x,,,3=3/3x, — 2, rezultax,,,; - 3/3f —2,1p
deci B< /38 — 2

REZUIBB=L. ..o e e e 2p
Am obtinut limsup,, = liminfx,,=1 ,deci(x,),cy €Ste convergent..................... 1p
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Problema 3

Calculati :

.1 55,5 5"
!!To T [EIOQS( \/5"‘ \/§+ 5+ 1) ' unde[ ] = partea

intreaga a numarului real

Taclit Dald Nadia, Slatina

Solutie:
Din inegalitatea Bernoulli vom avea

LVE TR < LF D 2p
Prin insumare de la K=5" obtinem

57 < B7Ly VTR < 5™ 1p
Prin logaritmare in baza 5 obtinemlng:s(z;ii1 I+ By<n+1......coooiiiiinnn. 1p
(1085 (Z L VT )] = Mot oottt e, 1p

Trecerea la limita a sirule/% si obtinerea ( eventual cu criteriul lui D’Alaniber
T L= =P 2p
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Problema 4
FieA= (? Z) € M,(Z) o matrice inversabila pentru care inveAsa €
M,(Z). Notam
b
A = (Ccl;‘ dZ) ,n>1.Sa se arate da,,, b,)= (a,, c,)= (d,, b,)= (c,, d,))=1, unde
(x,y) reprezinta cel mai mare divisor comun al numeneky.

Vasile Pop, Cluj

Solutie:

Din A-A™=l,= detA-detA™=1 si cum detA€Z si det A*€Z rezulta det A=detA™ €{-1, 1}oeevemvvrcrereerrerennn. 2p
Avem det A"=(det A)" E€{-1, 1} ©a,0n-BrCnE{-1, L ettt ettt s ser s s enne 2p
Daca (an,b,)=a atunci a divide a,d,-b,c,, a divide pe 1 sau pe -1 si in concluzie a=1.......ccccecerererverrerinnene 2p

Analog si pentru perechile (a,,Cn), (0n0n) SI(Cry n)eeeeereeeinirieieee e et et e e b e e saesreenen 1p



