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Solutii clasa a X-a

Problema 1
Sa se determin@ Z — N cu proprietatile:
), fm+n)=f(m)+ f(m) +2mn,vmneZ
i) f(f(l)) — f(1) este patrat perfect
Marin lonescu, Pitesti
Solutie:
Fie gZ-Z, g(n)= f(n)-n2 Din conditia i) = g(m+n)=g(m)+g(n),
VY m, n€Z. Se arata ca g(0)=0 si g este functie impara
Se obtine prin inductie matematica ca g(n)=n-g(1), VneN si tinand contca g
este impara g(x)=kg(1yK€Z si deci

f(k)-k?=k(f(1)-1) (1)
Notam f(1)-1=gZ, p>-1 (2)
Luand in (1) k=p, rezulta f(p)=2p(3)

Din (2)= f(1)=p+1 si folosind i) din enunt si (3) avem.
f(f(1))=f(p+1)=F(p)+f(1)+2p=2p+p+1+2p=2(+3p+1 iar f(f(1))-f(1)=25+3p+1-p-
1=2F+2p

Tinand cont de (ii) avem 2p2p=4&, aN. Evident a este par, deci a=2b,
beN si avem 2p+2p=41, deci p(p+1)=2h

Daca p=2k> 2k(2k+1)=28, deci k(2k+1)=bsi cum (k, k+1)=1, k=t
2k+1=\* cu u, €N. Se obtine $21/=1 care este v ecuatii Pele ce are o
infinitate de solutii

[(3+ sz_)" = Ay + B2, (3-2v2)" = A, — B,V2si Ay, B, € NcuA,? —
2B? = 1]
Analog pentru p=2k+1 gasim o infinitate de solutii.

Exista o infinitate de functii cu proprietatea @inunt f(x)=K+k-p, iar Z, p>-1
este solutie a ecuatiei p(p+1)=2 beN
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Problema 2
Dacax, y,z € C, demonstrati ca:
x| +lyl+lzl < lx+y+zl +Ix—z| + |x =yl + |y —zl.
G.M. (selectata de Gheorghe Duta C.N. Radu Greg¢eanu

Solutie

x+yl+|x—yl=|x+y+x—y|=2|x]si
x+yl+lx—ylZlx+y—x+y|=2]y] cceriiii 2p
Din cele doua relatii prin adunare rezulta |[X+HHE|X|[+|Y]....cvvnvene.. 1p
Sumand si egalitatile analoage rezulta:
|X+y|+|y+z|+|z+X|+|z-y[+y-z|HZ2R (X Y| FHZ]) oo 2p
Din inegalitatea lui Hlawka avem:

Ix+y+z|[+|X|+H|Y|HF [x +yl+ly+zl+lz4+x| i 1p

Si adunand cu inegalitatea precedent obtinem coiaclu.................. 1p
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Problema 3
Fie numerele reale positiag<ay<...<ay;. Aratati faptul ca
aceste numere reprezinta o progresie geometrieaeasinditie si suficienta
dar nu si necesara pentru a avea

A1 ° Q2011 = A2 * A2010 = **° = Q1005 * A1006
Teodor Radu, C.N. Radu Greceanu, Slatina

Solutie
Daca a, &,..., @011 €Ste 0 progresie geometrica de ratie g atunci
A1.05011 = Ay * Ayp10 = *** = Aq005 * A100s = A5 - 2010 L. 2p
Pentru reciproca folosim urmatorul rezultat.
Daca numerele positive,a, ... , 8011 SUNt in progresia geometrica acest lucrueste
echivalent cu faptul ca lgdg &, ..., Ig aq11, S€ afla in progresia aritmetica.....1p

Prin logaritmarea produsului vom avga, +1ga,g; =1ga, +1gazgo =+ =
lg a;005 + 1g a4006- NOtam cu p=lg & si B, va reprezenta imaginea pe axa reala a

LU T (ST =] (o g 1p
Vom avea:
bi+b b,+b b +b
1 22011 == 22010 - 10052 e
mijlocul (B1Byp11) = mijlocul(B,Byg10) = -+ = mijlocul(B1005B1006)-
Ceea ce nu implica toate segmentele congruentamAwongruente de tipul
B1B2=B201B2013 BoB3=Bo00dB2010 «ex v v vrerrteriiiie e e e 2p
O—O O ! O Oo—O
B, B, Bs M B2oog Bo1o  Bao11

Segmentele negongruente implica faptul gdbj ... , po11 NU reprezinta
obligatoriu o progresie aritmeticaay, &, ..., &011 NU reprezinta obligatoriu o
o1 To [ L=ES Tl o [=To 1 4= (g o= 1p
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Problema 4
Pe laturgBC) a triunghiuluiABC consideram punctud astfel
incat 242 _ kK 1 1 e N*. Arati ca:
m(BAC) n
n n-k Kk
> +
AD AB AC
Nitu Cosmin, Bucuresti
Solutie.

Lema: Fie ABC un triunghi si AD, D J(BC), bisectoarea unghiului A. Atunci are loc inegalitatea:

1 1
[ S
1 _AB AC
AD 2
Demonstratia lemei.
A
Din relatiile: B C
D _ ABIACsinA
Anec T
AB[AD sing‘ ACTAD sing
AABC = AABD + AADC = 2 + 2
1,1
Obtinem ca 1 = AB_AC de unde rezulta inegalitatea ceruta si demonstratia lemei se
AD 2C0S -
2
NIttt ettt et et eteeteeteete et e b e eb b et b e s e s be b e sbe b shesbesbesueensersenssebaesbenbenaeanen ahe et ene 2p

Notam m(@AC) =@ sipentru un punct oarecare P(BC), m(@AP) = X. Cu aceste notatii,
consideram functia f :[0,a] — 0, f(X) = AP. In aceste conditii, inegalitatea se rescrie:

f[(l—hj[@+5mqj>£1—%jf (0)+§f @)

n n

Este suficient sa aratam ca f este strict concava in sensul lui Jensen, ceea ce revine la a arata ca

f[xzyj> f(x)-;f(y), Ox,yd[0,a]
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inegalitate ce rezulta din lema, ceea ce incheie demonstratia



