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Barem clasa a Xl1-a

Barem Clasaa Xll-a

Problema 1.

2« 2

2« 2
Se consideramultimea G =< A(K) :( j

ke Z} s pentru fiecare t € Z notam

H, = {A(kt -] ke Z}. Se admite faptul ca G este un grup in raport cu inmultirea matricelor.

a) Sasearateca VN, pe Z, A(n)- A(p) = AN+ p+1)

b) Sasedemonstreze capentruorice t € Z, H, este un subgrup a grupului (G,

¢) Sasedetermine a,b e Z astfeincat functia f :(G,) » (Z,+), f(A(K))=ak +bsafieun

izomorfism de grupuri. kK
Solutii:
2n 2n 2p 2p 2n+p+l 2mp+l

a) An)- A(p)= (2” 2“) [2" ZPJ - (2“‘”1 2mP+1] =AN+P+L)eeeeiiin 1p
b) A(~1) este Eement NEULTU IN G........c..evverveeceeeceeeseee s 1p
Simetricul 1Uui A(N) €S8 A~ N—=2) € G ..ot s 1p
Verificam ca H, este subgrup in G.
1) Akt —12)- Akt —2) = Al(K, + Ky )t 1] € Hyperrreeereeeeeeeeeeeeeeeeseeeesse e 1p
2) (V)Akt-1)e H,, A-kt+1-2)=((-k)}t-1)e H,, deci (H,,°) este subgrup a grupului
([ OO 1p

o) f(AK)-Al))= f(AK)+ fF(AI)VKIeZ=>a=b=1€Z ... 1p

Severificafaptul ca f : G — Z, f(A(k)) = k+1. este bijectiva s morfism............. 1p
Problema 2.

ax=>b

Fie (G, )un grup finit de ordin impar si a,be G . Sase rezolve sistemul {bx— .

Marian Andronache, Bucuresti, G.M. 1/2009

Solutie Din primaecuatie x =a™b , iar dinadoua X=ba ........cceceverreeereerrrrrrrenn. 1p
Sistemul are solutie daca si numai daca a™ =ba < (a™) = e ord(a™b) [ — 1p
ord (a o) || G| =impar= ord(aflb): impar si deci ord(a*lb)=1<:> a'b=e< a=b...2p
[N aCeSt CaZ reZUITA SOIULIA X = €. .oeeeee ettt st 1p
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In concluzie, daca a=b sistemul admite unica solutie x=e, iar daca a = b sistemul nu admite
S0 [ 1 OSSPSR PRRRR 1p

Problema 3.
Si se determine toate functiile integrabile Riemann f:R-—> R care au proprictatea ci

b b
j f (g(x))dx:j g(f (x))dx, ¥g: R— R, continua, neconstanta, Va,be R a<b.

Cosmin Nitu, Bucuresti

Barem.

Fiea € R, arbitrar, si 3,0 R, @< <D i 1p

f este integrabili Riemann pe [ab] =f marginita pe [ab] = 3c,de R, c<d, astfd incét
F([2,0]) CLC,A] ettt 1p
Consideram m=min{ a,b,c,d} si M=max{ab,Cc,d}...........ciiiiiiiiii e, 1p

Determinim ¢: R — R continui, neconstants, cu g(X) = a, VX e[m,M ], de exemplu
X—M+a, X<m

g(x)=4a, XELMM oot e 2p
X-M +a,x>M

j'f(a)dX:.tfadX: FQ) = Qs 1p

IE—'linaIizare, fa(a):a,Vae R, deci f este functiaidentic...........cocevrveeucrreeeserercreee, 1p

Problema 4.

Fie | « Runinterval deschissi functiile f,g:1 — R unde f esteo convexa,iar g este crescatoare.

Sase arate ca
a)pentru orice a<bdin | derivatelelaterale f_, f, 11 —» R alelui f suntintegrabile pe[ab] si are

loc egdlitatea: f (b)— f (a) = f f(t)dt= T £ (t)dt.

b)pentru oriceae | functiile G: 1 — R unde G(x) = Ig(t)dt arederivatele lateralefinitein orice

punctdin | si determinati G_,G,: |1 - R
c)functiile f_, f, 11 — R sunt continue ladreaptape | utilizand punctele a) si b).
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(Sesdtie ca f arederivate lateralefiniteinoricepunct x, | s

fo(x) < fqu%s f.(x)< f(X) V x <x dinl).

Profesor Marin Tolos C.N. “Radu Greceanu”
Barem

a) f.,f, | — R sunt crescatoare deci sunt integrabile pe [a,b] oricarear fi a<b din | .Fiea<b
din i si A, =", x",...x"),n> 2 unsir dediviziuni alelui [a,b] cu [A,|— 0 pentru x — .
Pentru diviziune A, consideram sistemele de puncte intermediare & = (x{”, x{" ..., x{";) s

E™ =(x™,x",..., x().In baza precizarii din enunt avem:

FOm) — F (™) —

f(xM) < NS < f (x(),k =0,k —1 de unde prin eliminarea numitorilor si insumare
kil ~ ™k
obtinemca o, (f LEM < f(b)-f(a) <o, (f EMY VN2 2, 1p
b b
Prin trecere lalinitapentru n — +oo rezultaca J' f, (t)dt < f(b) - f(a) SI £, (Odt (Deerernnn 2p

b)g:1 — R crescatoare = 3 limitele laterale finitein oricare punct x € | ,notate cu

(oG ) T o T 0 1 ) SRR 1p
Vomarataca G, (X) = g(x+0) si G (x)=g(x-0) V xel.
Fie x, el finits x> X,.

[ o) - g%, + Ot

—g(%,+0)== < x de unde in baza monotoniei lui g deducem ca
0

Avem:

G(x) - G(x)
X=X

G(X) — G(xo)
X=X
obtinem ca G, (x,) = 9(x, + 0). Analog searataca G_(X,) = g(X, — 0).Cum x, este arbitrar din |

rezultate ca G,(X) = g(x—0) sl G, (X) = g(X+0) VX€ l.rrvrrrunee 2p

—0(% +0)[ < g(X)—g(x,+0). Deaici prin trecere lalimita pentru X — X,, X > X,

c)Din punctul a) rezulta capentru ae | finitavem f(x)— f(a) = j f_(t)dt = j f.(t)dt Vnel. De

aici,tinand seama de punctul b) deducem ca f,(x) = f,(x+0) s f_(x) = f (x+0)
WX E | ettt e n e res 1p



